MATEMATICA DISCRETA — GUIAPRACTICA UNIDAD 8

GRUPOS
I.  OPERACIONES CERRADAS

1. Dadas las siguientes operaciones, analice si son cerradas en los conjuntos indicados:

a) a*b=a.b+3 enZ
b) x*y= {x2+y? enR
c) a*bzazib enQ
d) a*b=mcd(a,b) en N
e) x*y=x+ i en Q

f) x*y=x+2.y—§ enQ

g) a*b=2.a-b en N

h)  (xy)*(zt) = (x+t,y.z) enR?

i) X*Y=XuUY en @ (A) con Az
i) A*B=AAB en {0,1}"x™

ki A*B=AeB en R2x2

) a*b=a° en N

2. Indicar si en los conjuntos indicados, las siguientes operaciones son cerradas:
a) EnA={xeZ/x=3.k,conkeZ} a*b=a+b
b) EnB={x€Z/x=2.k+1,conkeZ} a*b=a.b
c) EnC={xeQ/x=2%conkeZ} a*b=a+b
d) EnD={xeQ/x=5conkeZ}, a*b=a.b
e) EnE={xeZ/xesprimo },a*b=a+b

3. Dadas las siguientes operaciones a través de sus tablas, analizar si son cerradas, conmutativas, si
poseen elemento neutro, elemento absorbente, elementos idempotentes y si todos tienen

simétricos:

a) A={ab,c} b) A={1,2,3,4}
*[alblec *[1]2]3]4
alblcla 1111234

21411 (3
alb]a 2

313(114]2

c|lb|c|a
414 (3211

c) A={ab,c} d) A={xy,z,w}

*Ix|y|lz|lw

*la|b|c
X X X z z
alc b vIxly]z|w
a b ¢ z z z z z
c b ¢ a W] Z | W Z|W
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4. Para las siguientes operaciones cerradas en los conjuntos indicados, analizar si son asociativas,
conmutativas, si tienen elemento neutro y si todos los elementos poseen simétrico:

a) a*b=a+b+ab enZ

b) x*y= x? +y? enR
c) a*b=azﬂ en Q
d) x*y=3.(x+y) enQ
e) a*b=2.a+b enZ
f) a*b=2a° en N

5. Indicar V o F, justificando:

a) Si*escerradaenunconjunto A”B S A =>* es cerrada también en B
b) Si* escerradaen un conjunto B” B € A =>* es cerrada también en A
c) Si* esasociativa en un conjunto AA B £ A =>* es asociativaen B

d) Si* tiene neutro en un conjunto A B € A=> * tiene neutroen B

e) Si* esconmutativa en un conjunto B A B € A =>* es conmutativa en A
f)  Si* es conmutativa en un conjunto A => * es asociativa también en A
g) Si* no tiene neutro en un conjunto A => * no es conmutativa en A.

Il. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS. PROPIEDADES

6. Indicar si los siguientes conjuntos con las operaciones indicadas alcanzan la estructura de
semigrupo o grupo, si tienen elemento neutro y si son abelianos.

a) (Z, )

b) (R—{0}, -)
o @,+)

d) ({0,13**, v)
e) (p4), N)
fy (N, ")

g) (Z, =)siendoa*b=a+b+1

h) ({1,—-1,i,—i}, ) recordar que i* =-1

i) (Dqg, *) siendo x*y =mcd (x,y)

i) (ZXZ, =) siendo (x,y)*(z,t)=(x+z,y.t)

k) (Z;,+)
) (Zs,~)
m) (X,—X,I,—I}, -), siendo X = (i :g)
n) ({X,—-X,I,—1}, -),siendo X = (é é)
o) (83, °),siendoS;={f:{1,2,3} > {1,2,3}/ f es biyectiva
p) . a) ] cljdje
X|Y|Z ala|b|lc|dfe
X|Y|X]|Z blb|e|d|a]|c
YIX|Z|Y C ale|b]|d
Z1Z|Y|X d|d ale|b
ele|d|[b]c|a
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7. Sea(A,*)un grupo con neutro e, demostrar:

a) El elemento neutro e es Unico

b) El elemento neutro es su propio simétrico: e ‘=e

c) Propiedad involutiva del simétrico:VaeA:(a‘)‘=a

d) El simétrico de un elemento es Unico.

e) VabeA:(a*b)'=b‘*a“’

f)  Las ecuaciones a*x = b y x*a = b tienen solucidn Unica

g) Eldnico elemento idempotente es el neutro. Es decir, si a*a=a => a=e
h) VabeA:a‘=b=>b‘=a

8. Sean (Gi, *1)y (G2, *2) dos grupos con neutros e; y e; respectivamente. En el conjunto G1 X G,
se define la siguiente operacién * tal que:

(a,b)*(c,d)=(a*1c,b* d)

Demostrar que ( G1X G2, * ) es grupo

9. En base al ejercicio 7.f), completar las tablas de los siguientes grupos finitos:

( G = {1I213’4I516} 7 *) ( G = {elalblcld} ’ .)
*11(2|3(4|5](6 *lelalblcld
1 ele
2 516 4 K b A
411 6

> b cldfe
4 1

C d b
5 21114

d
6 5 211

10. Indicar V o F, justificando:

a) Si(A,*)es unsemigrupo, entonces (INV(A),*) es grupo

b) [Si(A,*)esunsemigrupo AV a,b,c, e A:a*b=a*c]=>b=c
c) Si(G,*) es grupo entonces (G,0) es grupoconx 0y =y *x
d) Si(G,*)esgrupo " VxeG: x*x=e =>G esabeliano

e) [Si(G,*)esgrupo”iIxeG:x*x=e]=>x=e

f) Si(G,*)esgrupo” |G| espar=>3xeG:x#e "x=x’

lll. SUBGRUPOS. SUBGRUPOS CiCLICOS. GENERADORES

11. Indicar cudles de los siguientes conjuntos H son subgrupos del grupo indicado. Demostrar o
justificar, segun corresponda:

a) H={x=5.k,conkeZ} de (Z, +)
b) H={x=2.k+1,conkeZ } de (Q — {0}, o)
) H={x=a+V2b,cona,beR } de (R, +)
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12.

13.

14.

d) H={AER2X2/A=(:; x_Jll_y)S,conx,yeR} de (R?*2 | 4)
e) H ={AER2X2/A=(; 23x) 5,conx,yeR } de (R?*2 | 4)
f) H={(0y)/yeZ} de (ZXZ, +)
g) H={xeQ/x=3%conkeZ} de (Q — {0}, @)

Indicar cuales de los siguientes conjuntos H son subgrupos del grupo indicado. Demostrar o
justificar, segun corresponda

a) H={0,2,4} de (Zg, ¥)

b) H={f,f,f } de (Ss,0)

) H={17} de (INV(Zy5) , )

d H={1,17 } de (INV(Z;g) , @)

e) H={1,i} de ({1,-1,i,-i}, )

f) H ={{(é 2),(_01 (1)),((1) _01),(_01 _01)} de (My(R), ®) matrices inversibles de
orden 2

Sea (G,*) un grupo, Hi, H; dos subgrupos de G. Indicar V o F, justificando:

a) Hi U H;essubgrupo de (G,*)
b) Hi N H;essubgrupo de (G,*)
c) Hi-Hzessubgrupode (G,*)

d) SiGesabeliano: T={x=x;1*x2, conx; € H; » x2 € H, } es subgrupo de (G,*)

Indicar cudles de los siguientes grupos son ciclicos. En caso de serlo, indicar todos sus
generadores.

a) (Z,+)

b) (A={a,b,cd),*) *la|b|c|d
ala|b|c|d
blbla|d]|c
c|lc|dfb|a
d|d|{cl|la]|b

) (B={xy,zuv,w},*) *Ix|lylzlu|lv|w

x| x|y|lz|lu|v|w
viv|z|[x|v|w]|u
zlz|x|y|wlulv
ujujwlvi|ix|z|y
viv|iu|w|y|x]|z
wlw( v u|lz|y]|X

d) (Z7l -T_)
e) (UNV(Zg),~)
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15. Dados los siguientes grupos, hallar todos los subgrupos y graficar la red de subgrupos con la

inclusion.
a) (Zy,, +)
b) (Z30! 4__)

Q) (Z.XZy+)

d (L,-1,i-i, .)
e) (NV(Zg), .)

f) (83 0)

IV. RELACIONES DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE. SUBGRUPO NORMAL. GRUPO
COCIENTE

16. Analizar si las siguientes relaciones de equivalencia son compatibles con la estructura indicada

a) aRb < a?=>b?con laestructura del grupo (Q — {0}, )

b) aRb < 5/ (a-b)con la estructura del grupo (Z , +)

c) (a,b)R(c,d) & b=dconlaestructura del grupo (Z,XZ, , +)

d) LlarelacionR={(a,c), (c,a), (bd), (db)} wAAen(A={a,b,c,d},*)

*Id|b|a]c
dld|bfa]c
b|lb|d|c|a
alalc|d]|b
clclalb]|d

17. Indicar si los siguientes subgrupos de los grupos dados son normales. En caso afirmativo, hallar el
grupo cociente, de lo contrario, de las particiones a derecha e izquierda. Justificar.
a) H=(2) en (Zyo, 1)
b) H ={f1,fe} en(S3,0)
o) H=(4) en(NV(Zs), *)
d H=(-1) en(A={1,—-1,i,—i}, *)
e) H={(x,0)/x€R} en (R?%,+)
f) H={a,g} enelgrupo (4,Q) dado por la siguiente tabla

@lalblcl|d|e|flglh
alal|b|c|d|e|f]g]|h
blb|lc|d|a|h|g|e]|f
clc|d|faf[b|f|e|h|g
d|d{a|b|c|lg|h|f]e
ele|lgf|f|h]a]c|b|d
flf|lh|elg|cla|d|b
gleg|f|h|e|ld|bfa]c
h|lh|le|g|[f|b|d]|c|a
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18. Indicar V o F, justificando:

a) Ungrupo de cardinal 32 puede tener un subgrupo de orden 6.
b) Elindice del subgrupo H = (12) en (Zz4, +) es 3.

c) SiGesungrupoyHunsubgrupodeG,talesque | G|=2k”" | H | =k, entonces H es subgrupo
normal de G.

d) Los grupos de cardinales primos no tiene subgrupos propios.

e) Si H, K son subgrupos de un grupo finito G, tales que | H | =36y | K | = 24, los posibles
o6rdenes de H N K son 2 y 3 Unicamente.

f) Elelemento del grupo (M (Q), ® ) es de orden 4.

Nota: (M2 (Q), * ) es el grupo de matrices de 2x2 inversibles con coeficientes racionales.

V. HOMOMORFISMOS. GRUPOS ISOMORFOS.

19. Analizar silas siguientes funciones son homomorfismos de grupos. En caso afirmativo, clasificarlos
y hallar el nicleo:
a) fAZ,+)>(3Z,+)/f(x)=3.X
b) g:(Z,+)>(Zy,+)/9(x)=X)
c) t:(R,+)>(R—{0},e)/t(x)=¢€"
d) h:(Ze,+)D(LyXZs,+)/ h(x)=(%2), X3))

20. Considerar el grupo ( INV(Zg) , * ) y analizar si es isomorfo al siguiente:

*Id|b|a|c
dld|bl|a]c
blb|ld|c|a
alalc|d|b
clclalbld Si lo es, definir el isomorfismo, de lo contrario, justificar.

21. Considerar el grupo ( INV(Z,4) , * ) y analizar si es isomorfo a ( Zg , + ). Si lo es, definir el
isomorfismo, si no, justificar.

22. Demostrar que si ( G, * ) es un grupo abeliano entonces la funcién f: G 2 G/ f(x) = x ’ es un
isomorfismo.

23. Considerar los grupos ( G1, * ) y ( G2, +) con neutro e; , e; respectivamente. Si F: G; = Gz es un
homomorfismo de grupos. Se pide definir el nucleo y probar que es un subgrupo normal de G.

VI. EJERCICIOS COMBINADOS O INTEGRADORES (TIPO EXAMEN)

24. Sea (G, *)un grupo dado por la siguiente tabla:
b

*

|| |Q|—+|lo o

O |V (D ||l |TI|IO®D
O |lQ|h|T(w |D |=»

- |0 Q|0 |T |
(o |J]T|ODO ||+
T|(=|lojo |0 |a|O
= |0 (a0 |T|lw |
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a) Indicar si es un grupo ciclico, justificando correctamente. En caso afirmativo, indicar todos
los generadores.

b) Considerar el subgrupo generado por b y hallar el grupo cociente (conjunto cociente y tabla
de su operacién)

25. Considerarel grupo(A={0,2,4,61},*)con laoperacién dada por:

a+b,sia+b<6

a*b:{a+b—8, sia+b>6

a) Hacer lared de subgrupos

b) Considerar también el grupo multiplicativo de los inversibles de Z,. Definir en el conjunto
INV(Z4)X A la operacion del grupo producto, indicar el neutro, el simétrico de cada elemento.

c) Hallar el grupo cociente paraH=<(3,2)>

26. Seanlosgrupos: (A={1,-1},)y (B=%Z,,+)
a) Definir * paraque (AXB, *) sea grupo.
b) Indicarsi(AXB, *)esgrupo abeliano y si es ciclico. Justificar.

c) Analizarsi(AxB, *)esisomorfo a ( Zg , + ). En caso de serlo, definir el isomorfismo, de lo
contrario, justificar.

27. Dadoel conjunto F={f;=x,f,=1/x,fs=-x, fs=-1/x}formado por algunas funciones definidas
de R— {0} > R —{0}:

a) Demostrar que es un grupo bajo la composicidn de funciones (f, g)(x) = flg(x)]

b) Analizar si el grupo anterior es isomorfo al siguiente: ”

4

Si lo es, mostrar el isomorfismo.

HD(WIN|R
rlw| Nk ]|k
wlslr|INd]IN
N[, |lw]w
RINn|w|s

Caso contrario, justificar correctamente

28. Sea el grupo ( Z, X Z,, * ) con (a,b) * (c,d) = ( a +2 ¢ ; b +4 d ) y el subconjunto
H={(0,0),(0,2),(1,0),(1,2)}:
a) Analizar si H es subgrupo de ( Z, X Z,, * ). Si lo es, indicar si H es o no ciclico y si es 0 no
subgrupo normal.

b) Analizarsi (H, * ) es isomorfo al siguiente grupo (justificando): *lalb|c|d
alalb|c|d
blbla|d]|c
clcldja]|b
d|{d|c|bfa

29. Paraelconjunto A={d°, o, a?, a®, a*, a®} con operacién * definida:
a"*aMm=a"*msintm<6 ya"+~a™=a"*™" % sin+m>6
a) Probarque (A, *)esun grupo conmutativo.
b) Hallar todos los subgrupos y su red. Analizar si es Algebra de Boole.

c) Considerar el subgrupo generado por a? hallar el conjunto cociente y verificar que es un
grupo. Justificar cada afirmacion.
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30. Sea (G, *)grupo dado por la siguiente tabla:

* D1 |S[N|E]|Y
D I'|S{N]JE[Y
I |D|JE|[Y]|S|N
S|S|IN|D|I]|Y|E
N|N|[S|]Y|E|[D]I

E|E|[Y|[I|D|[N]|S
Y|Y[E|N|S|[I]|D

a) Calcular todos los subgrupos de G. Dibujar la red de subgrupos e indicar si G es un grupo
ciclico.

b) Considerar el subgrupo generado por Sy hallar las particiones que produce en G a derecha e
izquierda. ¢Es subgrupo normal? Si no lo es, indicar uno que lo sea.

c) ¢éEselgrupo dadoisomorfoa(Z, XZ3, +)? Silo es, definir dicho isomorfismo. Si no, justificar
por qué no lo es.

31. SeanH;yH;dos subgruposde (Z, +).

a) Probarque:H=Hi+H;={x=x1+Xx; conx; €H; *x;€H,}essubgrupo de Z.

b) ¢éEs H un subgrupo normal? Justificar.

32. Sea (G, *)ungrupoy Hiuna familia de subgrupos de G. Demostrar que la interseccién de todos
esos subgrupos es un subgrupo de G.

33. Considerar el grupo GM, (Q) formado por las matrices inversibles de 2x2 con coeficientes
racionales y la operacidn producto matricial.

a) Mostrar que la matriz A tiene orden 4. Dar el conjunto que genera y probar que es un grupo
_ (0 -1
A= %)
b) Indicar si el subgrupo generado por la matriz A es isomorfo al 4-grupo de Klein. Justificar.
34. Se sabe que:
(. ogw O w20]01[0w20w}
G_{[O 1 '[0 wz]'[o wl 1 0]' w 0 '[WZ 0]
con w3 = 1 A~ w1, alcanza la estructura de grupo bajo la multiplicacién de matrices. Indicar el

orden de los posibles subgrupos, hallar el subgrupo generado por A e indicar si dicho subgrupo es
normal. En caso afirmativo, hallar el grupo cociente asociado.

a=( D)
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