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GRUPOS 

I. OPERACIONES CERRADAS 

1. Dadas las siguientes operaciones, analice si son cerradas en los conjuntos indicados: 

a) a*b = a . b + 3 en ℤ 

b) x*y =  √𝑥2 + 𝑦2    en ℝ  

c) a*b = 
𝑎+𝑏

2
     en ℚ  

d) a*b = mcd(a,b)     en ℕ 

e) x*y = 𝑥 +  
1

𝑦
    en ℚ 

f) x*y = 𝑥 + 2 . 𝑦 −  
2

3
    en ℚ 

g) a*b = 2 . a – b  en ℕ 

h) (x,y)*(z,t) = (x+t , y.z)   en ℝ2 

i) X * Y = X  Y     en  (A) con A  

j) A * B = A ^ B  en {0,1}n x m 

k) A * B = A ● B  en ℝ2x2 

l) a*b = ab  en ℕ 

2. Indicar si en los conjuntos indicados, las siguientes operaciones son cerradas: 

a) En A = { x ϵ ℤ / x = 3 . k, con k ϵ ℤ }, a*b = a + b 

b) En B = { x ϵ ℤ / x = 2 . k + 1 , con k ϵ ℤ }, a*b = a . b 

c) En C = { x ϵ ℚ / x = 2k, con k ϵ ℤ }, a*b = a + b 

d) En D = { x ϵ ℚ / x = 5k, con k ϵ ℤ }, a*b = a . b 

e) En E = { x ϵ ℤ / x es primo  }, a*b = a + b 

3. Dadas las siguientes operaciones a través de sus tablas, analizar si son cerradas, conmutativas, si 
poseen elemento neutro, elemento absorbente, elementos idempotentes y si todos tienen 
simétricos: 

a) A = {a,b,c}     b) A = {1,2,3,4} 

        

 

 

 

c)  A = {a,b,c}     d) A = {x,y,z,w} 

     

 

 

 

 

 

* a b c

a b c a

b a b a

c b c a

* 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 4 1 3

3 3 1 4 2

4 4 3 2 1

* a b c

a c a b

b a b c

c b c a

* x y z w

x x x z z

y x y z w

z z z z z

w z w z w
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4. Para las siguientes operaciones cerradas en los conjuntos indicados, analizar si son asociativas, 
conmutativas, si tienen elemento neutro y si todos los elementos poseen simétrico: 

a) a*b = a + b + a.b en ℤ 

b) x*y =  𝑥2 + 𝑦2    en ℝ  

c) a*b = 
𝑎+𝑏

2
     en ℚ  

d) x*y = 3 . ( x + y )    en ℚ 

e) a*b = 2 . a + b  en ℤ 

f) a*b = ab  en ℕ 

5. Indicar V o F, justificando: 

a) Si * es cerrada en un conjunto A ^ B ⊆ A => * es cerrada también en B 

b) Si * es cerrada en un conjunto B ^ B ⊆ A => * es cerrada también en A 

c) Si * es asociativa en un conjunto A ^ B ⊆ A => * es asociativa en B 

d) Si * tiene neutro en un conjunto A ^ B ⊆ A =>  * tiene neutro en B 

e) Si * es conmutativa en un conjunto B ^ B ⊆ A => * es conmutativa en A 

f) Si * es conmutativa en un conjunto A  => * es asociativa también en A 

g) Si * no tiene neutro en un conjunto A  => * no es conmutativa en A. 

II.  ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS. PROPIEDADES 

6. Indicar si los siguientes conjuntos con las operaciones indicadas alcanzan la estructura de 
semigrupo o grupo, si tienen elemento neutro y si son abelianos. 

a) (ℤ , ⋅ ) 

b) (ℝ − {0} , ⋅ ) 

c) (ℚ , + ) 

d) ({0,1}2𝑥3  ,   ∨) 

e) (℘(𝐴) ,   ⋂) 

f) (ℕ , ^ ) 

g) (ℤ , ∗ ) siendo a*b = a + b + 1 

h) ({1, −1, 𝑖, −𝑖}, ⋅ ) recordar que i2  = -1 

i) (𝐷18, ∗ ) siendo x*y = mcd (x,y) 

j) (ℤ𝑋ℤ , ∗ ) siendo (x,y)*(z,t) = ( x + z , y . t ) 

k) (ℤ7 , +̅ ) 

l) (ℤ8 ,  ⋅ ̅ ) 

m) ({𝑋, −𝑋, 𝐼, −𝐼} , ⋅ ), siendo 𝑋 = (
2 −3
1 −2

) 

n) ({𝑋, −𝑋, 𝐼, −𝐼} , ⋅ ), siendo 𝑋 = (
1 1
0 0

) 

o) (𝑆3 , ∘ ), siendo S3 = { f: {1,2,3} → {1,2,3} / f es biyectiva} 

p)   .        q)      

  
* X Y Z

X Y X Z

Y X Z Y

Z Z Y X

* a b c d e

a a b c d e

b b e d a c

c c a e b d

d d c a e b

e e d b c a
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7. Sea (A,*) un grupo con neutro e, demostrar: 

a) El elemento neutro e es único 

b) El elemento neutro es su propio simétrico: e ‘ = e 

c) Propiedad involutiva del simétrico: Ɐ a ϵ A: (a ‘) ‘ = a 

d) El simétrico de un elemento es único. 

e) Ɐa,b ϵ A: (a*b) ‘ = b ‘ * a ‘ 

f) Las ecuaciones a*x = b y x*a = b tienen solución única 

g) El único elemento idempotente es el neutro. Es decir, si a*a=a => a=e 

h) Ɐ a,b ϵ A: a ‘ = b => b ‘ = a 

8. Sean (G1 , *1 ) y (G2 , *2 ) dos grupos con neutros e1  y e2 respectivamente. En el conjunto G1 X G2, 
se define la siguiente operación * tal que: 

(a,b)*(c,d)= (a *1  c , b *1  d ) 

Demostrar que ( G1 X G2 , * ) es grupo 

9. En base al ejercicio 7.f), completar las tablas de los siguientes grupos finitos: 

         ( G = {1,2,3,4,5,6} , *)     ( G = {e,a,b,c,d} , ●) 

 

 

 

 

 

10. Indicar V o F, justificando: 

a) Si (A,*) es un semigrupo, entonces (INV(A),*) es grupo   

b) [ Si (A,*) es un semigrupo ^ Ɐ a,b,c, ϵ A: a*b = a*c ] => b = c 

c) Si (G,*) es grupo entonces (G,◊) es grupo con x ◊ y = y * x 

d) Si (G,*) es grupo  ^  Ɐ x ϵ G :  x * x = e  => G es abeliano 

e) [ Si (G,*) es grupo ^ ⱻ x ϵ G: x * x = e ] => x = e 

f) Si (G,*) es grupo ^ |G| es par => ⱻ x ϵ G: x  e  ^ x = x ‘ 

III. SUBGRUPOS. SUBGRUPOS CÍCLICOS. GENERADORES 

11. Indicar cuáles de los siguientes conjuntos H son subgrupos del grupo indicado. Demostrar o 
justificar, según corresponda: 

a) H = { x = 5 . k, con k ϵ ℤ  }   de (ℤ , +) 

b) H = { x = 2 . k + 1 , con k ϵ ℤ  }  de (ℚ − {0} , ● ) 

c) H = { x = a +  √2 b, con a, b ϵ ℝ  }  de (ℝ , +) 

* e a b c d

e e

a b e

b c d e

c d b

d

* 1 2 3 4 5 6

1

2 5 6 4

3 4 1 6 5

4 3 1

5 2 1 4

6 5 2 1
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d) H = { A ϵ ℝ2𝑥2 / A = (
𝑥 𝑦
0 𝑥 + 𝑦) 5, con x,y ϵ ℝ  }  de (ℝ2𝑥2  , +) 

e) H = { A ϵ ℝ2𝑥2 / A = (
𝑥 3
𝑦 2𝑥

) 5, con x,y ϵ ℝ  }   de (ℝ2𝑥2  , +) 

f) H = { (0,y) / y ϵ ℤ  }      de (ℤX ℤ , +) 

g) H = { x ϵ ℚ / x = 3k , con k ϵ ℤ  }    de (ℚ − {0} , ● ) 

12. Indicar cuáles de los siguientes conjuntos H son subgrupos del grupo indicado. Demostrar o 
justificar, según corresponda 

a) H = { 0̅, 2̅, 4̅  }   de (ℤ6, +̅)  

b) H = { f1, f2 , f3  }  de (S3 , ○ ) 

c) H = { 1̅, 7̅  }   de (INV(ℤ15) , ●) 

d) H = { 1̅, 17̅̅̅̅   }   de (INV(ℤ18) , ●) 

e) H = { 1 , i }  de ({1,-1,i,-i} , ●) 

f) H = { {(
1 0
0 1

) , (
−1 0
0 1

) , (
1 0
0 −1

) , (
−1 0
0 −1

)}  de (M2(ℝ), ●) matrices inversibles de 

orden 2 

13. Sea (G,*) un grupo, H1, H2 dos subgrupos de G. Indicar V o F, justificando: 

a) H1  H2 es subgrupo de  (G,*)  

b) H1  H2 es subgrupo de  (G,*) 

c) H1 - H2 es subgrupo de  (G,*) 

d) Si G es abeliano: T = { x = x1 * x2 , con x1 ϵ H1 ^ x2 ϵ H2 } es subgrupo de (G,*) 

14. Indicar cuáles de los siguientes grupos son cíclicos. En caso de serlo, indicar todos sus 
generadores. 

a) (ℤ , +) 

b) ( A = { a, b, c, d ) , * ) 

 

 

 

  

c) ( B = { x, y, z, u, v, w } , * ) 

 

 

 

 

  

d) (ℤ7, +̅) 

e) (𝐼𝑁𝑉(ℤ8  ),  .̅ ) 

  

* a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d b a

d d c a b

* x y z u v w

x x y z u v w

y y z x v w u

z z x y w u v

u u w v x z y

v v u w y x z

w w v u z y x
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15. Dados los siguientes grupos, hallar todos los subgrupos y graficar la red de subgrupos con la 

inclusión.  

a) (ℤ12, +̅) 

b) (ℤ30, +̅) 

c) (ℤ2𝑋ℤ4, +̅) 

d) ({1, −1, 𝑖, −𝑖},   .  ) 

e) (𝐼𝑁𝑉(ℤ8),   .  ) 

f) (𝑆3, 𝑜 ) 

IV. RELACIONES DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE. SUBGRUPO NORMAL. GRUPO 
COCIENTE 

16. Analizar si las siguientes relaciones de equivalencia son compatibles con la estructura indicada 

a) a R b  a2 = b2 con la estructura del grupo (ℚ − {0} , • ) 

b) a R b  5 | (a-b) con la estructura del grupo (ℤ , +) 

c) (a,b) R (c,d)  b = d con la estructura del grupo (ℤ2𝑋ℤ4 , +) 

d) La relación R = { (a,c) , (c,a) , (b,d) , (d,b) } A en ( A = { a , b , c , d } , * ) 

 

17. Indicar si los siguientes subgrupos de los grupos dados son normales. En caso afirmativo, hallar el 

grupo cociente, de lo contrario, de las particiones a derecha e izquierda. Justificar. 

a) 𝐻 = 〈2̅〉  en (ℤ10, +̅) 

b) 𝐻 = {𝑓1, 𝑓6}  en (𝑆3,○) 

c) 𝐻 = 〈4̅〉  en (𝐼𝑁𝑉(ℤ15), • ) 

d) 𝐻 = 〈−1〉 en (𝐴 = {1, −1, 𝑖, −𝑖}, •) 

e) 𝐻 = { (𝑥, 0)/ 𝑥 ∈ ℝ}  en ( ℝ2, +) 

f) 𝐻 = {𝑎, 𝑔} en el grupo (𝐴,⊗) dado por la siguiente tabla 

 

  

* d b a c

d d b a c

b b d c a

a a c d b

c c a b d

a b c d e f g h

a a b c d e f g h

b b c d a h g e f

c c d a b f e h g

d d a b c g h f e

e e g f h a c b d

f f h e g c a d b

g g f h e d b a c

h h e g f b d c a
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18. Indicar V o F, justificando: 

a) Un grupo de cardinal 32 puede tener un subgrupo de orden 6. 

b) El índice del subgrupo  𝐻 = 〈12̅̅̅̅ 〉  en (ℤ36, +) es 3. 

c) Si G es un grupo y H un subgrupo de G, tales que | G | = 2k ^ | H | = k, entonces H es subgrupo 

normal de G. 

d) Los grupos de cardinales primos no tiene subgrupos propios. 

e) Si H, K son subgrupos de un grupo finito G, tales que | H | = 36 y | K | = 24, los posibles 

órdenes de H  K son 2 y 3 únicamente. 

f) El elemento  del grupo (M2 (Q) , • ) es de orden 4. 

Nota: (M2 (Q) , • ) es el grupo de matrices de 2x2 inversibles con coeficientes racionales. 

V. HOMOMORFISMOS. GRUPOS ISOMORFOS. 

19. Analizar si las siguientes funciones son homomorfismos de grupos. En caso afirmativo, clasificarlos 
y hallar el núcleo: 

a) f : ( ℤ , + ) → ( 3ℤ , + ) / f(x) = 3. X 

b) g : ( ℤ , + ) → ( ℤ4 , + ) / g(x) = 𝑥̅(4) 

c) t: ( ℝ , + ) → ( ℝ − {0} , • ) / t(x) = eX 

d) h : ( ℤ6 , + ) → ( ℤ2 X ℤ3, + ) / h (x) = (𝑥̅(2) , 𝑥̅(3)) 

20. Considerar el grupo ( 𝐼𝑁𝑉(ℤ8) , • ) y analizar si es isomorfo al siguiente: 

 

 

         Si lo es, definir el isomorfismo, de lo contrario, justificar.   

21. Considerar el grupo ( 𝐼𝑁𝑉(ℤ14) , • ) y analizar si es isomorfo a ( ℤ6 , + ). Si lo es, definir el 
isomorfismo, si no, justificar.

22. Demostrar que si ( G , * ) es un grupo abeliano entonces la función f : G → G / f(x) = x ’ es un 
isomorfismo. 

23. Considerar los grupos ( G1 , * ) y ( G2 , + ) con neutro e1 , e2 respectivamente. Si F : G1 → G2 es un 
homomorfismo de grupos. Se pide definir el núcleo y probar que es un subgrupo normal de G.  

VI. EJERCICIOS COMBINADOS O INTEGRADORES (TIPO EXAMEN) 

24. Sea ( G , * ) un grupo dado por la siguiente tabla:  

 

 

  

* d b a c

d d b a c

b b d c a

a a c d b

c c a b d

* a b c d e f

a c f d a b e

b f d e b c a

c d e a c f b

d a b c d e f

e b c f e a d

f e a b f d c
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a) Indicar si es un grupo cíclico, justificando correctamente. En caso afirmativo, indicar todos 

los generadores. 

b) Considerar el subgrupo generado por b y hallar el grupo cociente (conjunto cociente y tabla 

de su operación) 

25. Considerar el grupo ( A = { 0 , 2 , 4 , 6 } , * ) con la operación dada por: 

𝑎 ∗ 𝑏 = {
𝑎 + 𝑏 , 𝑠𝑖 𝑎 + 𝑏 ≤ 6         
𝑎 + 𝑏 − 8 ,   𝑠𝑖 𝑎 + 𝑏 > 6

 

a) Hacer la red de subgrupos 

b) Considerar también el grupo multiplicativo de los inversibles de ℤ4. Definir en el conjunto 

INV(ℤ4)X A la operación del grupo producto, indicar el neutro, el simétrico de cada elemento. 

c) Hallar el grupo cociente para H = < ( 3 , 2 ) > 

26. Sean los grupos: (A = { 1 , -1 } , • )  y  ( B = ℤ4 , + ) 

a) Definir * para que ( A X B , * ) sea grupo. 

b) Indicar si ( A X B , * ) es grupo abeliano y si es cíclico. Justificar. 

c) Analizar si ( A x B , * ) es isomorfo a ( ℤ8 , + ). En caso de serlo, definir el isomorfismo, de lo 

contrario, justificar. 

27. Dado el conjunto F = { f1 = x , f2 = 1/x , f3 = - x , f4 = - 1/x } formado por algunas funciones definidas 

de ℝ − {0} → ℝ − {0} : 

a) Demostrar que es un grupo bajo la composición de funciones (f o  g)(x) = f[g(x)] 

b) Analizar si el grupo anterior es isomorfo al siguiente: 

 

 

Si lo es, mostrar el isomorfismo.  

Caso contrario, justificar correctamente 

28. Sea el grupo ( ℤ2 X ℤ4, * ) con (a,b) * (c,d) = ( a +2 c ; b +4 d ) y el subconjunto 

H={(0,0),(0,2),(1,0),(1,2)}:  

a) Analizar si H es subgrupo de ( ℤ2 X ℤ4, * ). Si lo es, indicar si H es o no cíclico y si es o no 

subgrupo normal. 

b) Analizar si ( H , * ) es isomorfo al siguiente grupo (justificando): 

 

  

 

29. Para el conjunto A = { a0 , a1 , a2 , a3 , a4 , a5 }  con operación * definida:  

a n * a m = a n + m si n+m < 6   y  a n * a m = a n + m – 8    si n+m ≥ 6 

a) Probar que ( A , * ) es un grupo conmutativo. 

b) Hallar todos los subgrupos y su red. Analizar si es Álgebra de Boole. 

c) Considerar el subgrupo generado por a2, hallar el conjunto cociente y verificar que es un 

grupo. Justificar cada afirmación. 

  

* 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 1 4 3

3 3 4 1 2

4 4 3 2 1

* a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d a b

d d c b a
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30. Sea ( G , * ) grupo dado por la siguiente tabla: 

 

 

 

 

 

 

 

a) Calcular todos los subgrupos de G. Dibujar la red de subgrupos e indicar si G es un grupo 

cíclico. 

b) Considerar el subgrupo generado por S y hallar las particiones que produce en G a derecha e 

izquierda. ¿Es subgrupo normal? Si no lo es, indicar uno que lo sea. 

c) ¿Es el grupo dado isomorfo a ( ℤ2 X ℤ3, + )? Si lo es, definir dicho isomorfismo. Si no, justificar 

por qué no lo es. 

31. Sean H1 y H2 dos subgrupos de ( ℤ , + ). 

a) Probar que: H = H1 + H2 = { x = x1 + x2  con x1 ϵ H1  ^ x2 ϵ H2 } es subgrupo de ℤ. 

b) ¿Es H un subgrupo normal? Justificar.   

32. Sea ( G , * ) un grupo y Hi una familia de subgrupos de G. Demostrar que la intersección de todos 

esos subgrupos es un subgrupo de G.  

33. Considerar el grupo GM2 (Q) formado por las matrices inversibles de 2x2 con coeficientes 

racionales y la operación producto matricial. 

a) Mostrar que la matriz A tiene orden 4. Dar el conjunto que genera y probar que es un grupo 

 𝐴 = (
0 −1
1 0

) 

b) Indicar si el subgrupo generado por la matriz A es isomorfo al 4-grupo de Klein. Justificar. 

34. Se sabe que:  

𝐺 = {[
1 0
0 1

] , [
𝑤 0
0 𝑤2] , [𝑤2 0

0 𝑤
] , [

0 1
1 0

] , [ 0 𝑤2

𝑤 0
] , [

0 𝑤
𝑤2 0

]} 

con w3 = 1 ^ w1, alcanza la estructura de grupo bajo la multiplicación de matrices. Indicar el 

orden de los posibles subgrupos, hallar el subgrupo generado por A e indicar si dicho subgrupo es 

normal. En caso afirmativo, hallar el grupo cociente asociado. 

𝐴 = (𝑤2 0
0 𝑤

) 

* D I S N E Y

D D I S N E Y

I I D E Y S N

S S N D I Y E

N N S Y E D I

E E Y I D N S

Y Y E N S I D
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